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RE´SOLUTION DU ∂∂¯ POUR LES COURANTS PROLONGEABLES
DE´FINIS DANS UN ANNEAU
ERAMANE BODIAN & IBRAHIMA HAMIDINE
& SALOMON SAMBOU
Re´sume´. Dans ce papier, on re´sout d’abord le ∂∂¯ pour les courants prolongeables de´finis
dans Cn prive´ d’une boule B de Cn, ensuite dans une varie´te´ analytique complexe X, on
le re´sout pour un domaine D = X \ Ω¯, ou` Ω est un domaine borne´ de X de´fini par {z ∈
X / ϕ(z) < 0}, (avec ϕ une fonction d’exhaustion strictement plurisousharmonique).
ABSTRACT. In this present paper, we first solve the ∂∂¯ for extendable currents defined
in Cn \ B, where B is a ball of Cn, then in a analytic complex manifold X, and in a
domain D = X \ Ω¯ where Ω is a bounded domain of X defined by {z ∈ X / ϕ(z) < 0},
(ϕ is an exhaustion strictly plurisubharmonic function).
Mots cle´s : Courants prolongeables, ∂∂¯, cohomologie de de Rham.
Classification mathe´matique 2010 : 32F32.
Introduction
Soit B ⊂ Cn la boule unite´, on se pose la question suivante : si T est un courant
prolongeable d-ferme´ sur Cn \ B¯, existe-t-il un courant prolongeable sur Cn \ B¯ tel que
∂∂¯u = T ?
Tenant compte de conside´rations classiques, nous devons pour re´pondre a` cette question,
avoir a` re´soudre l’e´quation
(0.1) du = T,
ou` T est un courant prolongeable, la solution obtenue se de´compose sans perte de ge´ne´ralite´s
en une partie ∂-ferme´e et l’autre ∂¯- ferme´e. Cn\B¯ a les conditions ge´ome´triques ne´cessaires
a` la re´solution du ∂ et ∂¯ pour les courants prolongeables (voir [Samb]). Partant de re´sultats
connus de cohomologie de de Rham et de l’analogue convexe (voir [SBD]), alors l’e´quation
(0.1) admet une solution. La re´solution du ∂∂¯ devient alors une conse´quence des re´sultats
de re´solution du ∂¯ pour les courants prolongeables obtenus dans [Samb]. Dans le cas d’une
varie´te´, on introduit la notion d’extension contractile et on re´sout le ∂∂¯ dans ce cadre.
1. Pre´liminaires et notations
Soit B la boule de Cn.
De´finition 1.1.
Un courant T de´fini sur Cn \ B¯ est dit prolongeable s’il existe un courant Tˇ de´fini sur Cn
tel que Tˇ|(Cn\B¯) = T .
D’apre`s Martineau [Mart], puisque
◦
(Cn \ B¯)= Cn \ B¯, les courants prolongeables de
degre´ p sur Cn \ B¯ sont e´gaux au dual topologique des (2n − p)-formes diffe´rentielles de
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classe C∞ sur Cn a` support compact sur Cn \ B. On note Dˇ′p(Cn \ B¯) l’espace des p-
courants de´finis sur Cn \ B¯ et prolongeables a` Cn, A pc (Cn \ B¯) les p-formes diffe´rentielles
de classe C∞ sur Cn a` support compact dans Cn\B¯. Sur Cn, on note Dˇ′p,q(Cn\B¯) l’espace
des (p, q)-courants prolongeables de´finis sur Cn \ B¯ et A p,qc (Cn \ B¯) l’espace des (p, q)-
formes diffe´rentielles a` support compact dans Cn \ B¯. On note Hˇp(Cn \ B¯) le pieme groupe
de cohomologie de de Rham des courants prolongeables de´finis sur Cn \ B¯, Hˇp,q(Cn \ B¯)
le (p, q)ieme groupe de cohomologie de Dolbeault des courants prolongeables de´finis sur
C
n \ B¯. Si F ⊂ Cn, alors Hp∞(F ) de´signe le pieme groupe de cohomologie de de Rham des
p-formes diffe´rentielles de classe C∞ de´finis sur Cn, Hp∞,c(Cn) est le groupe de cohomologie
de de Rham des p-formes diffe´rentiables de classe C∞ sur Cn a` support compact et enfin
A p(F ) l’espace des p-formes diffe´rentielles de classe C∞ sur F . On note aussi, pour tout
domaine D de Cn, ♭D le bord de D.
2. Re´solution de l’e´quation du = T
Tout le long de cette section, nous conside´rons
S = {z ∈ Cn ; |z| = 1}
et
B = {z ∈ Cn ; |z| < 1},
la sphe`re et la boule unite´ respectivement dans Cn.
Conside´rons la suite courte suivante, pour 0 ≤ p ≤ 2n
0→ A p(Cn)→ A p(Cn \ B¯)⊕A p(B¯)→ A p(S)→ 0.
Sur le plan de cohomologie de de Rham, on a la suite longue de cohomologie suivante :
0→ H0(Cn)→ H0(Cn \ B¯)⊕H0(B¯)→ H0(S)→
H1(Cn)→ H1(Cn \ B¯)⊕H1(B¯)→ H1(S)→ . . .→
H2n−1(Cn)→ H2n−1(Cn \ B¯)⊕H2n−1(B¯)→ H2n−1(S)
→ H2n(Cn)→ H2n(Cn \ B¯)⊕H2n(B¯)→ 0
On sait que
Hp(Cn \ B¯) = Hp(Cn \B).
Remarque 2.1 ([God]).

Hp(S) = 0, si 1 < p < 2n− 1
H0(S) = H2n−1(S) = R,
Hp(R2n) = 0, si p ≥ 1
H0(R2n) = R,
Hp(B) = 0, si p ≥ 1
H0(B) = R.
The´ore`me 2.1.
Hˇj(Cn \ B¯) = 0 pour 2 ≤ j ≤ 2n− 2.
Pour de´montrer le the´ore`me 2.1, on a besoin du lemme suivant :
Lemme 2.1.
A
p
c (Cn \B) ∩ ker d = d(A
p−1
c (Cn \B)
)
pour 2 ≤ p ≤ 2n− 1.
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De´monstration.
On utilse les re´sultats suivants :
Hpc(C
n) = 0, si p ≤ 2n− 1
H2nc (C
n) = R, pour p = 2n.
Si f ∈ A pc (Cn \B) ∩ ker d, alors f ∈ A
p
c (Cn) ∩ ker d si 1 ≤ p ≤ 2n − 1.
Hpc(Cn) = 0, alors il existe u ∈ A
p−1
c (Cn) telle que du = f .
Si p = 1, u est une 0-forme diffe´rentielle a` support compact. Alors du|B = 0. Ainsi u = cst
sur B. Par suite du|
Cn\B¯
6∈ A pc (Cn \B) sauf pour u identiquement nulle.
Si p ≥ 2, du|B = 0. Puisque
Hp−1(B) = Hp−1(B¯) = 0, pour 1 ≤ p− 1;
i.e ; p ≥ 2, il existe v ∈ A p−2(B¯) tel que dv = u sur B. Posons v˜ une extension a` support
compact dans Cn de v, on a
u˜ = u− dv˜
qui est un e´le´ment de A p−1c (Cn \B) tel que du˜ = f . 
De´monstration du the´ore`me 2.1.
E´tape 1 : Soit T ∈ Dˇ′
p
(Cn \ B¯) ∩ ker d, 2 ≤ p ≤ 2n− 2.
L’espace dA 2n−pc (Cn \ B¯) est ferme´ dans A
2n−p+1
c (Cn \B) pour 2 ≤ 2n− p+1 ≤ 2n− 1,
(voir par exemple [Samb], remarque 2).
Pour K un compact de Cn \ B, notons A 2n−p+1c,K (C
n \ B) le sous-espace des formes
diffe´rentielles appartenant a` A 2n−p+1c (Cn \B)] et qui ont leur support dans K.
L’espace A 2n−p+1c,K (C
n \B)∩ dA 2n−pc (Cn \B) est ferme´ dans A
2n−p+1
c,K (C
n \B) qui est un
espace de Fre´chet, par conse´quent, c’est un espace de Fre´chet.
A
2n−p+1
c,K (C
n \B) ∩ dA 2n−pc (C
n \B) =
⋃
ν∈N
(
A
2n−p+1
c,K (C
n \B) ∩ dA 2n−pKν (C
n \B)
)
;
avec Kν = {z ∈ C
n |z| ≤ Rν , Rν ∈ R
∗
+} \B et Rν > 1 une suite exhaustive de compacts
dans Cn \ B. Il existe ν0 tel que A
2n−p+1
c (Cn \ B) ∩ dA
2n−p
Kν0
(Cn \ B) soit de deuxie`me
cate´gorie de Baire. L’ope´rateur d est alors un ope´rateur ferme´ de domaine de de´finition
{ϕ ∈ A 2n−pKν0
(Cn \B)|dϕ ∈ A 2n−p+1c (C
n \B)}
entre les espaces de Fre´chet A 2n−pKν0
(Cn \B) et A 2n−p+1c (Cn \B) ∩ dA
2n−p
c (Cn \B) dont
l’image est de seconde cate´gorie de Baire. Le the´ore`me de l’application ouverte implique
que cet ope´rateur est surjectif et ouvert (voir par exemple [Samb], Lemme 3.1). Donc
dA 2n−pc,Kν0
(Cn \B) ∩A 2n−p+1c,K (C
n \B) = A 2n−p+1c,K (C
n \B) ∩ dA 2n−pc (C
n \B).
Posons K˜ = Kν0 . L’application
LKT : A
2n−p+1
c,K (C
n \B) ∩ dA 2n−p
c,K˜
(Cn \B)→ C
dϕ 7→ 〈T, ϕ〉
est bien de´finie. En effet, si dϕ = dϕ′, on a d(ϕ − ϕ′) = 0, ϕ − ϕ′ est une (2n − p)-forme
diffe´rentielle, d-ferme´e a` support dans K˜, en particulier dans Cn \ B¯.
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Par conse´quent, il existe θ ∈ A 2n−p−1c (Cn \ B) tel que ϕ − ϕ′ = dθ. Par densite´
de A 2n−p−1c (Cn \ B¯) dans A
2n−p−1
c (Cn \ B), il existe une suite (θj)j∈N d’e´le´ments de
A
2n−p−1
c (Cn \ B¯) qui converge uniforment vers θ dans A
2n−p−1
c (Cn \B) et par conse´quent
〈T, ϕ〉 = 〈T, ϕ′〉+ 〈T, dθ〉 = 〈T, ϕ′〉
car T e´tant d-ferme´,
〈T, dθ〉 = lim
j→+∞
〈T, dθj〉 = 0.
Donc
LKT (dϕ) = L
K
T (dϕ
′).
L’application LKT est line´aire et aussi continue comme compose´e de deux applications
continues (et de la dualite´ entre DˇpD(C
n) et A 2n−pc (Cn \B)) :
T : A 2n−p
c,K˜
(Cn \B)→ C
et
δ : A 2n−p+1c,K (C
n \B) ∩ d
[
A
2n−p
c,K˜
(Cn \B)
]
→ A 2n−p
c,K˜
(Cn \B)
qui ve´rifie d◦δ = Id et qui est obtenue par application du the´ore`me de l’application ouverte
applique´ a`
d : {ϕ ∈ A 2n−p
c,K˜
(Cn \B)/ dϕ ∈ A 2n−p+1c,K (C
n \B)} ⊂ A 2n−p
c,K˜
(Cn \B)
→ A 2n−p+1c,K (C
n \B) ∩ d
[
A
2n−p
c,K˜
(Cn \B)
]
.
D’apre`s le the´ore`me de Hahn-Banach, on peut e´tendre LKT en un ope´rateur line´aire et
continu :
L˜KT : A
2n−p+1
c (C
n \B)→ C
qui est line´aire et continu. Donc L˜KT est un courant prolongeable de´fini dans C
n \ B¯ et
dL˜KT = (−1)
2n−pT sur
◦
K car suppϕ ⊂ K,
dϕ ∈ A 2n−p+1c,K (C
n \B)
et
〈L˜KT , dϕ〉 = (−1)
2n−p〈T, ϕ〉.
On pose S(K) = (−1)2n−pL˜KT .
D’ou` S(K) = (−1)2n−pL˜KT est un courant prolongeable solution de du = T sur K.
E´tape 2 : Soit maintenant K1, K2 et K3 trois compacts d’inte´rieur non vide de C
n \B
tels que
◦
K1⊂⊂
◦
K2⊂⊂
◦
K3 et
◦
Ki ∪B¯ = {z ∈ C
n | z |< ηi}, i = 1, 2, 3. Soit T un courant
prolongeable sur Cn \ B¯ tel qu’il existe S2 et S3 deux p − 1 courants de´finis sur
◦
K2 et
◦
K3 et prolongeables a` C
n tels que, pour tout indice i = 2, 3, dSi = T sur
◦
Ki et soit
ǫ > 0, alors il existe un courant prolongeable S˜3 de´fini sur
◦
K3 tel que : dS˜3 = T sur
◦
K3 et
S˜3
|
◦
K1
= (S2)
|
◦
K1
si 2 ≤ p ≤ 2n− 1.
En effet, comme dS2 = T sur
◦
K2 et dS3 = T sur
◦
K3, d(S2 − S3) = 0 sur
◦
K2. Puisque
sur
◦
K2, on peut re´soudre le d pour les formes diffe´rentielles a` support compact dans
◦
K2 ∪♭B de degre´ p avec 2 ≤ 2n − p+ 1 ≤ 2n− 1 et d
[
A
2n−p−1
c (
◦
K2 ∪♭B)
]
est ferme´ dans
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A
2n−p−1
c (
◦
K2 ∪♭B), on a d’apre`s l’e´tape 1 et pour K un compact tel que
◦
K1⊂⊂ K ⊂⊂
◦
K2
un courant S(K) sur
◦
K prolongeable a`
◦
K2 ∪B¯ tel que S2 − S3 = dS
(K) sur
◦
K.
Soient χ une fonction dans C∞(Cn) a` support compact dans
◦
K ∪B¯ qui vaut 1 dans K1
et S˜(K) une extension de S(K) a` Cn
S3 + d(χS˜
(K)) = S2 − d
(
(1− χ)S˜(K)
)
sur
◦
K1 .
On pose
S˜3 = S3 + d(χS˜
(K)).
E´tape 3 : Conside´rons une suite exhaustive (Kj)j∈N de compacts de C
n \B. Supposons
que
◦
Kj ∪B¯ = {z ∈ C
n | z |< ηj} ou` (ηj)j∈N sont des re´els tels que ηj < ηj+1. Pour
2 ≤ p ≤ 2n−1, on associe a` (Kj)j∈N graˆce aux e´tapes 1 et 2 une suite de courants (Sj)j∈N
de´finis dans Kj et prolongeables a` C
n telle que dSj = T sur
◦
Kj et si j, j + 1, j + 2 sont
trois indices conse´cutifs, Sj+2 = Sj+1 sur
◦
Kj .
La suite (Sj)j∈N converge vers un courant S de´fini sur C
n \ B¯ et prolongeable. De plus, S
est solution de l’e´quation du = T dans Cn \ B¯. 
3. Re´solution du ∂∂¯ pour les courants prolongeables
Tenant compte du the´ore`me 2.1 et des re´sultats de re´solution du ∂¯ pour les courants
prolongeables obtenus par S. Sambou dans [Samb], on a le the´ore`me suivant :
The´ore`me 3.1.
Soit T un (p, q)-courant prolongeable de´fini sur Cn \ B¯. Supposons que dT = 0 ; 1 6 p 6 n
et 1 6 q 6 n, alors il existe un (p− 1, q − 1)-courant S de´fini sur Cn \ B¯, prolongeable tel
que ∂∂¯S = T , pour 2 6 p+ q 6 2n − 1.
De´monstration. Soit T un (p, q)-courant, 1 6 p 6 n et 1 6 q 6 n, d-ferme´ de´fini sur Cn\B¯
et prolongeable avec 2 6 p+ q 6 2n− 1.
Puisque le the´ore`me 2.1 nous assure que Hˇp+q(Cn\B¯) = 0, il existe un courant prolongeable
µ de´fini sur Cn \ B¯ tel que dµ = T . µ est un (p + q − 1)-courant, il se de´compose en un
(p− 1, q)-courant µ1 et en un (p, q − 1)-courant µ2. On a
dµ = d(µ1 + µ2) = dµ1 + dµ2 = T.
Comme d = ∂ + ∂¯, on a, pour des raisons de bidegre´, ∂µ2 = 0 et ∂¯µ1 = 0. On obtient
µ1 = ∂¯u1 et µ2 = ∂u2 avec u1 et u2 des courants prolongeables de´finis sur C
n \ B¯, (voir
[Samb], section 3).
On a :
T = ∂µ1 + ∂¯µ2
= ∂∂¯u1 + ∂¯∂u2
= ∂∂¯(u1 − u2)
Posons S = u1−u2 , S est un (p− 1, q− 1)-courant prolongeable de´fini sur C
n \ B¯ tel que
∂∂¯S = T . 
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4. Re´solution du ∂∂¯ sur une varie´te´ analytique complexe
On va maintenant conside´rer X comme une varie´te´ diffe´rentiable de dimension n.
De´finition 4.1.
Soit X une varie´te´ diffe´rentiable de dimension n et ω ⊂ X un domaine contractile. On
dit que X est une extension contractile de Ω, s’il existe une suite (Ωn)n exhaustive de
domaines contractiles telle que
∀n,Ω ⊂⊂ Ωn ⊂⊂ X.
Exemple 4.1.
Quand X = Cn, alors Cn est une extension contractile de la boule unite´ B.
On a pour les extensions contractiles, le the´ore`me suivant :
The´ore`me 4.1.
Soit X une varie´te´ analytique complexe de dimension n et soit D ⊂⊂ X un domaine
contractile fortement pseudoconvexe. Supposons que X est une extension (n− 1)-convexe
avec Hj(♭D) = 0 2 6 j 6 2n − 2 de D et une extension contractile de D. Posons
Ω = X \D¯. Si
◦
Ω¯= Ω, alors pour tout (p, q) courant T de´fini sur Ω, d-ferme´ et prolongeable,
il existe un (p − 1, q − 1) courant S de´fini sur Ω et prolongeable tel que ∂∂¯S = T pour
1 6 p 6 n− 1 et 1 6 q 6 n− 1.
Pour de´montrer le the´ore`me 4.1, nous avons besoin du lemme suivant :
Lemme 4.1.
A
r
c (Ω¯) ∩ ker d = d
(
A
r−1
c (Ω¯)
)
pour 1 ≤ r ≤ 2n− 1.
De´monstration.
On a X = ∪Dν ,D ⊂⊂ Dν ⊂⊂ X et Dν est contractile.
Si f ∈ A rc (Ω¯)∩ker d ∃ν0 ∈ N tel que f ∈ A
r
c (Dν0)∩ker d. Or H
j(Dν0) = 0, pourj ≥ 1.
Par dualite´ de Poincare´ Hjc (Dν0) = 0 pourj < 2n. Il existe g ∈ A
r−1
c (Dν0), donc g ∈
A r−1c (X) telle que dg = f .
dg|D = 0, si r = 1 alors g est une constante sur D. Si r > 1, il existe u une (r − 2) forme
diffe´rentielle sur D¯ telle que g|D = du. Soit u˜ une extension de u a` support compact dans
X, h = g − du˜ convient. 
Nous pouvons e´tablir donc la preuve du the´ore`me 4.1
De´monstration du the´ore`me 4.1.
Soit une suite exhaustive de compacts Kν de Ω.
Kν = D¯ν \ D¯
et quelque soit ν, Kν est un compact d’inte´rieur non vide.
Pour K un compact de Ω, l’ope´rateur LKT est bien de´fini, line´aire et continu, cf. e´tape 1
de la de´monstrations du the´ore`me 2.1.
E´tape 1 :
D’apre`s le the´ore`me de Hahn-Banach, on peut e´tendre LKT en un ope´rateur line´aire et
continu :
L˜KT : A
2n−p+1
c (Ω)→ C
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qui est line´aire et continu. Donc L˜KT est un courant prolongeable de´fini dans Ω¯ et dL˜
K
T =
(−1)2n−pT sur
◦
K car suppϕ ⊂ K,
dϕ ∈ A 2n−p+1c,K (Ω)
et
〈L˜KT , dϕ〉 = (−1)
2n−p〈T, ϕ〉.
On pose S(K) = (−1)2n−pL˜KT .
D’ou` S(K) = (−1)2n−pL˜KT est un courant prolongeable solution de du = T sur K.
E´tape 2 :
Soit maintenantK1,K2 etK3 trois compacts d’inte´rieur non vide de Ω tels que
◦
K1⊂⊂
◦
K2⊂⊂
◦
K3
et
◦
Ki ∪D¯ = {z ∈ X ; |z| < ηi}, i = 1, 2, 3. Soit T un courant prolongeable sur Ω¯ tel qu’il
existe S2 et S3 deux (p− 1) courants de´finis sur
◦
K2 et
◦
K3 et prolongeables a` X tels que,
pour tout indice i = 2, 3, dSi = T sur
◦
Ki, alors il existe un courant prolongeable S˜3 de´fini
sur
◦
K3 tel que : dS˜3 = T sur
◦
K3 et S˜3
|
◦
K1
= (S2)
|
◦
K1
si 2 ≤ p.
En effet, comme dS2 = T sur
◦
K2 et dS3 = T sur
◦
K3, d(S2−S3) = 0 sur
◦
K2. Puisque sur
◦
K2, on peut re´soudre le d pour les formes diffe´rentielles a` support compact dans
◦
K2 ∪ ♭D
de degre´ p avec 2 ≤ 2n − p + 1 ≤ 2n − 1 et d
[
A
2n−p−1
c (
◦
K2 ∪ ♭D)
]
est ferme´ dans
A
2n−p−1
c (
◦
K2 ∪ ♭D), on a d’apre`s l’e´tape 1 et pour K un compact tel que
◦
K1⊂⊂ K ⊂⊂
◦
K2
un courant S(K) sur
◦
K prolongeable a`
◦
K2 ∪D¯ tel que S2 − S3 = dS
(K) sur
◦
K.
Soient χ une fonction de classe C∞ a` support compact dans
◦
K ∪D¯ qui vaut 1 dans K1
et S˜(K) une extension de S(K) a` X
S3 + d(χS˜
(K) = S2 − d
(
(1− χ)S˜(K)
)
sur
◦
K1 .
On pose
S˜3 = S3 + d(χS˜
(K)).
E´tape 3 :
Conside´rons une suite exhaustive (Kj)j∈N de compacts de Ω. Supposons que
◦
Kj ∪D¯ = {z ∈
X | z |< ηj} ou` (ηj)j∈N sont des re´els tels que ηj < ηj+1. Pour 2 ≤ p, on associe a` (Kj)j∈N
graˆce aux e´tapes 1 et 2 une suite de courants (Sj)j∈N de´finis dans Kj et prolongeables a`
X telle que dSj = T sur
◦
Kj et si j, j +1, j +2 sont trois indices conse´cutifs, Sj+2 = Sj+1
sur
◦
Kj .
La suite (Sj)j∈N converge vers un courant S de´fini sur Ω et prolongeable a` X. De plus, S
est solution de l’e´quation du = T dans Ω.
E´tape 4 :
Soit T un (p, q)-courant, 1 6 p 6 n et 1 6 q 6 n, d-ferme´ de´fini sur Ω et prolongeable
avec 2 6 p+ q 6 2n− 2.
Puisque le the´ore`me 2.1 nous assure que Hˇp+q(Ω) = 0, il existe un courant prolongeable
µ de´fini sur Ω tel que dµ = T . µ est un (p + q − 1)-courant, il se de´compose en un
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(p− 1, q)-courant µ1 et en un (p, q − 1)-courant µ2. On a
dµ = d(µ1 + µ2) = dµ1 + dµ2 = T.
Comme d = ∂ + ∂¯, on a, pour des raisons de bidegre´, ∂µ2 = 0 et ∂¯µ1 = 0. On obtient
µ1 = ∂¯u1 et µ2 = ∂u2 avec u1 et u2 des courants prolongeables de´finis sur Ω, (voir [Samb],
section 3).
On a :
T = ∂µ1 + ∂¯µ2
= ∂∂¯u1 + ∂¯∂u2
= ∂∂¯(u1 − u2)
Posons S = u1 − u2 , S est un (p − 1, q − 1)-courant prolongeable de´fini sur Ω tel que
∂∂¯S = T .

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